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제 제 장. 장. 부등식 기본부등식 기본

0.1. 대소 관계는 기본적으로 뺄셈(또는 비율)으로 결정한다.

1. 예제     ∈에 대하여  ,  일 때, 

 

임을 보여라.

풀이

준 부등식을 전개하고 양변에서   를 빼면,

 

를 얻는다. 양변을 로 나누어

   .

조건으로부터 부등식이 참임을 확인할 수 있다.

2. 예제     ∈일 때  ≧




임을 증명하여라.

풀이 [1974 USAMO]

증명하려는 부등식은 다음 부등식과 동치이다.









≧

그런데 






 





 







 









여기서 ≥ ≥   이라고 하면,







 







 









≥.
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정리  1.1. ≥, ≥ 이면,

≥ 




이고, 등호는   또는   일 때 만 성립한다.

증명

조건으로부터 ≥ 이므로

≥,

≥≥.

3. 예제   ∈Ｒ 일 때 



  
≥

 
⋅

  
⋅

  

임을 증명하시오.

풀이

 ≥ 라고 가정하면  ≥    ≥ 이다. 

그러므로, 정리 1.1을 이용하여

          ≥ 

          ≥ 


    

       이 두식을 변변 곱하고 정리하면

준 부등식을 얻을 수 있다.
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정리  1.2.    ∈ℝ라면

                          ≥     

       등호는   일 때 성립한다.

증명

                   ≥  .

4. 예제   ≥ ≥ ≥ 일 때,       ≥  을 증명하시오.

풀이

정리 1.2로부터

      

≥                  

         또는   일 때 등호가 성립된다.

참고  정리 1.2의 부등식은 다음 표현과 동일하다.

 ≥





,

일 때, 


≥





.
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0.2. 적당한 식의 분해와 결합을 통하여 변형한다.

5. 예제   ∈일 때, 다음 부등식을 증명하여라.










풀이



∣∣

≤

∣∣



∣∣









.

6. 예제    ∈ℝ   ∈ℝ 일 때, 다음 부등식을 증명하시오.



 
 

  
 

  
 ≥     

풀이 [제곱법]












 




 








 




 








 




 








≥ 

7. 예제  임의의 자연수 에 대하여 다음을 보여라.

 

풀이 [이항정리]

  
 



  
 



과 동치이다.

우변을 이항 전개하면 된다.◇
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0.3. 소거법(Telescoping Method)

8. 예제   이상의 모든 자연수 에 대하여, 다음 부등식이 성립함을 보여라.







 








⋯


  



풀이

 








⋯




라 놓으면, 

  


⋅


⋅


⋯⋅ 



  

 

 

 

 ⋯



  




.

  

⋅


⋅


⋯⋅


  


.

9. 예제  다음 부등식이 성립함을 증명하여라.




 


⋅


⋅


⋅⋯⋅


 


.

풀이

M=

⋅


⋅


⋅⋯⋅

 , 

 

⋅


⋅


⋅⋯⋅

 , 

N=

⋅


⋅


⋅⋯⋅

 이라 하자.

그러면,      이므로, 




      
 ,







  


 

 .


